УДК 517. 518

Вакулов Б.Г., С.Г Самко

ОПЕРАТОРЫ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА В ПРОСТРАНСТВАХ ПЕРЕМЕННОЙ СУММИРУЕМОСТИ

Введение В работе исследуется сферический оператор типа потенциала порядка α > 0 в пространствах переменной суммируемостиp(x). Оператор типа потенциала K^αf при α > 0 определяется как оператор сферической свертки в виде

(K^αf)(x) = ∫ S_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ, x ∈ S_n, (0.1)

и α ≠ n, n + 2, ... При α = n, n + 2, ... оператор K^α модифицируется обычным образом (cм., например,[1]-[5]).

Пространствам переменной суммируемости и действием в них известных операторов в последнее время посвящено много работ (см. например [6]- [16] и библиографию в них).

В работах [6]-[16] для пространнственного аналога сферического потенциала K^α:

(K^αf)(ξ) = 1 γ_n(α) ∫ R^n

f(η) |ξ − η|^{n−α} dη, ξ ∈ R^n, 0 < α < n, (0.2)

получена теорема типа Соболева.

В настоящей работе с помощью стереографической проекции получена теорема типа Соболева на полусфере и на сфере для четных p(x),удовлетворяющих следующим условиям: p(−x_1, −x_2, ..., −x_n, x_{n+1}) = p(−x_1, −x_2, ..., −x_n, x_{n+1}),

|p(y) − p(x)| ≤ c| ln |x − y||^{−1}, x, y ∈ S_n, |x − y| ≤ 1 2 . (0.3)

В качестве следствия получена весовая теорема типа Соболева в R^n для конкретных степенных весов.

Все встречающиеся ниже постоянные, если не оговорено, будем обозначать одной c.

§1. Вспомогательные сведения и определения.

Будем использовать следующие стандартные обозначения многомерного анализа на сфере S_n в R^{n+1}:

x = (x_1, x_2, ..., x_{n+1}); |x| = √ x^2_1 + x^2 + ... + x^2_{n+1}; x·y = x_1y_1+x_2y_2+...+x_{n+1}y_{n+1};

S_n = {x : x ∈ R^{n+1}, |x| = 1};

S^−_n - нижняя, а S^+_n - верхняя полусферы. Через Ω обозначим шар в R^{n+1}.

Приведем здесь также некоторые свойства стереографической проекции. Известно,что вектор - функция преобразования координат v(ξ) при этом преобразовании имеет вид (см.[17],с.35):

σ_k = ξ_k 1 + |ξ|^2

, k = 0, 1, ..., n; σ_{n+1} =

1 − |ξ|^2 1 + |ξ|^2

, (1.1)

а также справедливы следующие формулы:

|x − σ| =

|ξ − η| √ (1 + |ξ|^2)(1 + |η|^2)

, dσ =

2^ndξ (1 + |ξ|^2)^n

, (1.2)

где ξ, η ∈ Ṙ^n,а x, σ ∈ S_n- их образы при стереографической проекции.

Дадим определения пространств переменной суммируемости. Определение 1.1. Через L_{p(x)}(S_n) обозначим пространство измеримых на S_n функцийf(x) таких,что

I_p(f) := ∫ S_n

|f(σ)|^{p(σ)}dσ < ∞, (1.3)

Определение 1.2. Через L_{p(ξ)}(Ω) обозначим пространство измеримых на Ω функцийf(ξ) таких,что

I^Ω_p (f) := ∫ Ω |f(ξ)|^{p(ξ)}dξ < ∞, (1.4)

Нормы в этих пространствах вводятся специальным образом (cм., например,[6]-[16]):

‖f‖^1_{(p)} = inf{λ > 0 : I_p(f/λ)}, ‖f‖^2_{(p)} = inf{λ > 0 : I^Ω_p (f/λ)}.

Выражения I_p(f), I^Ω_p (f) называются модулярами. Известно (см.например [6]), что все оценки в далнейшем можно проводить только для них.

Аналогичным образом определяются пространства L_{p(x)}(S^−_n ), L_{p(x)}(S^+_n ). Определение 1.3. Через L_{p(ξ),β(ξ)}(Ṙ^n) обозначим пространство измеримых на Ω функций f(ξ) таких,что

I^♯_{p,β}(f) := ∫ R^n

|f(ξ)|^{p(ξ)}(1 + |ξ|^2)^{β(ξ)/2} dξ < ∞.

В дальнейшем нам понадобятся следующие теорема типа Соболева (см.[16]) и ее следствие.

Теорема 1.1. Оператор (0.2), 0 < α < n, ограничен из L_{p(.)}(Ω) в L_{q(.)}(Ω), если p(ξ) удовлетворяет условиям:

1 < p_0 ≤ p(ξ) ≤ P < ∞, ξ ∈ Ω,

где p_0 = inf_{ξ∈Ω} p(ξ), P = sup_{ξ∈Ω} p(ξ), причем αP < n,

|p(η) − p(ξ)| ≤ c| ln |η − ξ||^{−1}, η, ξ ∈ Ω, |η − ξ| ≤ 1 2 , (1.5)

а q(ξ) =^{p(ξ)n}_{n−αp(ξ)} .

Следствие 1.2.Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и p(ξ) - четная функция, тогда ∫ Ω |(K^αf)(−η)|^{q(η)} dη < ∞ (1.6).

Оценка (1.6) легко получается из теоремы 1.1 с помощью простой замены переменных.

Обозначим также

f̃(ξ) = f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2}, q^∗(η) = q(v(η)). (1.7)

§2. Риссов потенциал по S^−_n в пространствах переменной суммируемости.

Рассмотрим риссов потенциал по S^−_n :

(K^αf)(x) = ∫ S^−_n

f(σ) |x − σ|^{n−α} dσ, x ∈ S^−_n (2.1)

и покажем, что он ограничен из L_{p(.)}(S^−_n ) в L_{q(.)}(S^−_n ), если p(x) удовлетворяет условию (0.3), а имеенно справедлива

Теорема 2.1. Оператор (2.1), 0 < α < n, ограничен из L_{p(.)}(S^−_n ) в L_{q(.)}(S^−_n ), если p(x) удовлетворяет условиям:

1 < p_0 ≤ p(x) ≤ P < ∞, x ∈ S^−_n ,

где p_0 = inf_{x∈S−n} p(x), P = sup_{x∈S−} n p(x), причем αP < n, условию (0.3), а q(x) =

p(x)n n−αp(x) .

Доказательство.Пусть f(x) ∈ L_{p(x)}(S^−_n ). Рассмотрим

I_q(K^αf) = ∫ S^−_n

|(K^αf)(x)|^{q(x)}dx = ∫ S^−_n | | ∫ S^−_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx

При помощи стереогорафической проекции отобразим нижнюю полусферу S^−_n на шар Ω ⊂ R^{n+1}.В силу (1.1)-(1.3) имеем:

I_q(K^αf) = ∫ Ω | |2^α(1+|η|^2)^{(n−α)/2} ∫ Ω f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2} |ξ − η|^{n−α} dξ | |^{q(v(η))} 2^ndη (1 + |η|^2)^n =

= ∫ Ω 2^{n+αq(v(η))}(1+|η|^2)^{q(v(η))(n−α)/2−n} | | ∫ Ω f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2} |ξ − η|^{n−α} dξ | |^{q(v(η))} dη

С учетом обозначений (1.7) f̃(ξ) = f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2}, а q^∗(η) = q(v(η)) имеем

I_q(K^αf) ≤ ∫ Ω 2^{n+αq(v(η))}(1 + |η|^2)^{q(v(η))(n−α)/2−n}|(K^αf̃)(η)|^{q(v(η))} dη (2.2)

Так как q^∗(η) =^{p∗(η)n}_{n−αp∗(η)} , P = sup_{η∈Ω} p^∗(η) и αP < n, то Q = sup_{η∈Ω} q^∗(η) < ∞. Поэтому первые два множителя в подинтегральном выражении в (2.2) ограничены, т.е.

2^{n+αq(v(η))}(1 + |η|^2)^{q(v(η))(n−α)/2−n} ≤ c, η ∈ Ω. Отсюда следует, что I_q(K^αf) ≤ c ∫ Ω |(K^αf̃)(η)|^{q∗(η)} dη (2.3)

Покажем, что функция f̃(ξ) ∈ L_{p(ξ)}(Ω). Действительно,

I^Ω_p (f̃) = ∫ Ω |f̃(ξ)|^{p∗(ξ)}dξ = ∫ Ω |f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2}|^{p∗(ξ)}dξ ≤

≤ 2^{−n} ∫ Ω |f(v(ξ)|^{p∗(ξ)}(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)p∗(ξ)/2+n}

2^ndξ (1 + |ξ|^2)^n

(2.4)

Так как функция (1 + |ξ|^2)^{(−n−α)p∗(ξ)/2+n} ≤ 2^n для любого ξ ∈ Ω, а по условию f(x) ∈ L_{p(x)}(S^−_n ), то из (2.4) получаем

I^Ω_p (f̃) ≤ ∫ Ω |f(v(ξ)|^{p∗(ξ)}

2^ndξ (1 + |ξ|^2)^n

= I_p(f) < ∞ (2.5).

Остается заметить, так как из первой формулы в (1.2) очевидно вытекает, что |v(η) − v(ξ)| ≤ 2|η − ξ|, то легко увидеть, если p(x) удовлетворяет условию (0.3), то p^∗(ξ) удовлетворяет уловию (1.5) теоремы 1.1. Поэтому из (2.3),(2.5) и теоремы 1.1 следует, что I_q(K^αf) ≤ cI^Ω_q (K^αf̃) < ∞.

Что и требовалось доказать.

§3. Риссов потенциал по S_n в пространствах переменной суммируемости.

Теорема 3.1. Оператор (0.1), 0 < α < n, ограничен из L_{p(.)}(S_n) в L_{q(.)}(S_n), если p(x) удовлетворяет условиям: 1 < p_0 ≤ p(x) ≤ P < ∞, x ∈ S^−_n , где p_0 = inf_{x∈S−n} p(x), P = sup_{x∈S−} n p(x), причем αP < n, условию (0.3),p(x) -

четная функция и кроме того p(−x_1, −x_2, ..., −x_n, x_{n+1}) = p(−x_1, −x_2, ..., −x_n, x_{n+1}), а q(x) =^{p(x)n}_{n−αp(x)} .

Доказательство. Пусть f(x) ∈ L_{p(x)}(S_n), p(x) - удовлетворяет условиям теоремы. Рассмотрим следующее представление

I_q(K^αf) = ∫ S_n

|(K^αf)(x)|^{q(x)}dx = ∫ S_n | | ∫ S_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx ≤

≤ c ∫ S^−_n | | ∫ S^−_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx + ∫ S^+_n | | ∫ S^−_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx+

+ ∫ S^−_n | | ∫ S^+_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx+ ∫ S^+_n | | ∫ S^+_n

f(σ) |x − σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx = A_1+A_2+A_3+A_4

Очевидно, что так как f(σ) ∈ L_{p(.)}(S^−_n ), то в силу теоремы 2.1 A_1 < ∞. Для A_4 после замены x = −t, σ = −τ в силу четности функции p(x) и так как f(−τ) ∈ L_{p(.)}(S^−_n ) аналогично получаем:

A_4 = c ∫ S^−_n | | ∫ S^−_n

f(−τ) |t − τ|^{n−1−α} dτ | |^{q(t)}dt < ∞.

Остается оценить A_2 и A_3. После соответоствующих замен, с учетом четности функции p(x), имеем:

A_2 = c ∫ S^−_n | | ∫ S^−_n

f(σ) |x + σ|^{n−1−α} dσ | |^{q(x)}dx,

A_3 = c ∫ S^−_n | | | ∫ S^−_n

f(−σ) |x + σ|^{n−1−α} dσ | | | q(x) dx. С помощью стереографической проекции получаем

A_2 = c ∫ Ω 2^{n+αq(v(η))}(1+|η|^2)^{q(v(η))(n−α)/2−n} | | ∫ Ω f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2} |ξ + η|^{n−α} dξ | |^{q(v(η))} dη,

(3.1)

A_2 = c ∫ Ω 2^{n+αq(v(η))}(1+|η|^2)^{q(v(η))(n−α)/2−n} | | ∫ Ω f(v(−ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2} |ξ + η|^{n−α} dξ | |^{q(v(η))} dη

(3.2).

Поэтому с учетом свойства p(−x_1, −x_2, ..., −x_n, x_{n+1}) = p(−x_1, −x_2, ..., −x_n, x_{n+1}), рассуждений, аналогичных доказательству теоремы 2.1 и оценки (1.6) в следствии 1.1 из (3.1),(3.2) получаем A_2 < ∞ и A_3 < ∞. Что и доказывает теорему 3.2.

§4. Риссов потенциал по Ṙ^n в пространствах переменной суммируемости с некоторыми степенными весами.

С помощью теорема 3.1 доказывается следующая

Теорема 4.1. Оператор (0.2), 0 < α < n, ограничен из L_{p(.),β(.)}(Ṙ^n) в L_{q(.),γ(.)}(Ṙ^n),β(ξ) = (n + α)p(ξ) − 2n, γ(ξ) = (n − α)q(ξ) − 2n, если p(ξ) удовлетворяет условиям:

1 < p_0 ≤ p(ξ) ≤ P < ∞, ξ ∈ Ṙ^n,

где p_0 = inf_{ξ∈Ṙn} p(ξ), P = sup_{ξ∈Ṙn} p(ξ), причем αP < n, условию (1.5),p(ξ) -

четная функция и кроме того p(ξ) = p(^ξ_{|ξ|2} ), а q(ξ) =^{p(ξ)n}_{n−αp(ξ)} .

Доказательство. Вначале приведем очевидное, в силу (1.2) и обозначений (1.7), соотношение для модуляров

I_p(f) := I^♯_{p,−2n}(f^∗) (4.1).

Кроме того, в силу (1.1)-(1.3), имеем следующее равенство

I_q(K^αf) = ∫ R^n

2^{n+αq(v(η))}(1+|η|^2)^{q(v(η))(n−α)/2−n} | | ∫ R^n

f(v(ξ))(1 + |ξ|^2)^{(−n−α)/2} |ξ − η|^{n−α} dξ | |^{q(v(η))} dη

(4.2).

Из (4.1),(4.2) легко следует утверждение теоремы. ЛИТЕРАТУРА 1. Павлов П.М., Самко С.Г. Описание пространств L^α_p (S_{n−1}) в терминах гиперсингулярных интегралов. ДАН СССР, 1984, т. 276, N 3, с. 546-550.

2. Самко С.Г. Сингулярные интегралы по сфере и построение характеристики по символу. Изв. Вузов. Математика, 1983, N 4, с. 28-42.

3. Samko S.G., Vakulov B.G. On equivalent norms in fractional order functions spaces of continuous functions on the unit sphere. Fract. Calculus and Appl. Analysis, 2000, v. 3, N 4, p. 401-433.

4. Samko S.G. Hypersingular Integrals and their Applications. Taylor & Francis, London-New-York, Series "Analytical Methods and Special Functions", vol. 5, 2002, 358 + xvii p.

5. Самко С.Г. Гиперсингулярные интегралы и их приложения. Изд-во РГУ, Ростов-на-Дону. 1984, 208 с.

6. Самко С.Г. Плотность C^∞_0 (R^n) в обобщенных пространствах Соболева W^{m,p(x)}(R^n), Докл. Росс. Акад. наук, 1999, том 369, N 4, 451-454.

7.Samko S.G. Denseness of C^∞_0 (R^N ) in the generalized Sobolev spaces W^{m,p(x)}(R^n), Intern. Soc. For Analysis, Applic. and Comput., 2000, vol. 5, "Direct and Inverse Problems of Math. Physics", Ed. by R.Gilbert, J. Kajiwara and Yongzhi S. Xu, Kluwer Acad. Publ., 333-342.

8.Samko S.G., Kokilashvili V.M. Maximal and Fractional Operators in Weighted L^{p(x)}- Spaces. Proc. A. Razmadze Math. Inst., 2002, v. 129, 145- 149.

9. Samko S.G., KokilashviliV.M.. Singular Integrals and Potentials in Some Banach Spaces with Variable Exponent Proc. A. Razmadze Math. Inst., 2002, v. 129, 150-155. 10. Samko S.G. Fractional Weyl-Riesz Integrodifferentiation of periodic functions of two variables via the periodization of the Riesz kernel, Applicable Analysis, 2003, v.82, N 3, 269-299.

11.Samko S.G., Kokilashvili V.M. Singular Integrals in Weighted Lebesgue Spaces with Variable Exponent Georgian Math. J., 2003, vol. 10, No 1, 145- 156.

12.Samko S.G., Kokilashvili V.M. Singular Integral Equations in the Lebesgue Spaces with Variable Exponent. Proc. of Razmadze Math.Institute, 2003, vol.131, 61-78.

13. Samko S.G., Meskhi A., V. Kokilashvili V.M. On the inversion and characterization of the Riesz potentials in the weighted Lebesgue spaces (with A. Meskhi and V. Kokilashvili), Memoirs on Diff. Equat. and Math. Physics, Razmadze Math. Inst., Tbilisi, 2003, vol. 29, 99 - 106.

14.Samko S.G., Kokilashvili V.M. Singular integrals and potentials in some Banach spaces with variable exponent. J. of Funct. Spaces and Appl., 2003, v. 1, no 1, 45-59.

15.Samko S.G., Kokilashvili V.M. On Sobolev Theorem for Riesz-Type Potentials in Lebesgue Spaces with Variable Exponents. Zeit. Anal. Anwend., 2003, v. 22, no 4

16. Samko S.G., V.M. Kokilashvili. Maximal and Fractional Operators in Weighted L^{p(x)}- Spaces. Revista Matematica Iberoamericana, (2004, vol 20, No 2, to appear).

17. Михлин С.Г.Многомерные сингулярные интегралы и интегральные уравнения. Москва. 1962,254 c.

Ростовский университет механико-математический факультет ул. Зорге, 5 Ростов-на-Дону Россия